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2. Aussagen und Math. Beweise

2.1. Definition
Aussagen sind Sprachkonstrukte die entweder wahr oder falsch sind.

Beispiel
e Bern ist die Hauptstadt der Schweiz v/
o 1+1=2V

d.h. viele umgangssprachliche Formulierungen sind keine Aussage.

Bezeichnung
1+1=2=p
p ist der Name der Aussage ,1+1=2"
Bekannte Aussagen kénnen zu komplexen Aussagen verbunden werden:
e Negation; -
e Konjunktion: A
e Disjunktion: v
e Exklusion: @
e Implikation: —

2.2. [Kapitel vervollstandigen!]
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3. Aquivalenzrelation

o reflexiv
e transitiv
e symmetrisch

A = Menge alle Geraden in der Ebene
R= { 01 92)6 Ax A| g, parallel zu gz}

\4

9.9 0

o reflexiv: VX e A: (X, X)e R
d.h. jede Gerade ist parallel zu sich selbst.
o Transitiv: VX, y,z€ A:(x,y)e Ra(y,z)eR—(x,2)eR
d.h. g; parallel zu g, und g, parallel zu g; > g, parallel zu g3
« symmetrisch: ¥X,y € A:(x,y)eR = (y,x)eR
d.h. g; zu parallel zu g, = g, parallel zu g;

3.1. Aquivalenzklassen
[01] = Menge aller zu g, parallelen Geraden

[9.]=1{g €« Al(g,,9) e R}
Definition

Eine Relation auf A heisst PARTIELLE ORDNUNG, falls sie reflexiv, transitiv /
antisymmetrisch ist.

Beispiel
e Ordnungsrelation: R.
e Teilerrelation: R
Mengenverband
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B = Menge der Aquivalenzklassen

B ={[9], [9, [0s], .. } "
Jeder Punkt ist eine Aquivalenzklasse

B
<= Winkel
R={([g],[hl)§x8/<[g]s< [h1}
/
- ([9:1[9.])eR
- <[g,]=30°
s & R}
9 g,
9,

o Reflexiv: <[g,] << [g]

e Transitiv: <[g,]<<[g,]
und <[g,]<<[g,]
> <[9,]1=<[9,]

e Antisymmetrisch: < [g] << [h]
und < [h] << [g]

<[g]=<[h]
PARTIELLE ORDNUNGEN , sortieren“ die Menge!

180°/T\ 0°

o
°
—+ A —
=
[es]
o
°
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4. Differenzierbare Funktionen
4.1. Definition
Eine Funktion f : D — R heisst differenzierbar im Punkt a € D falls fiir jede Folge
(x,), = D mit x, —~—a gilt:
(00) =@ o
X, —a

4.2. Ziel
Wichtige charakteristisch Punkte einer Funktion rechnerisch bestimmen kénnen.

Differential (Ableitung)
Steigungsverhalten der Funktion mathematisch beschreiben kénnen.

foo L — Tangente

v

|

|
f(a)y|- I

X

4.3. Beobachtung

Die mittlere Steigung nahert sich der Tangente an
Gesucht ist die Steigung der Tangente im Punkt (a,y):
Mittlere Steigung m gegeben durch

Ay f(x-1(a)
AX X—a
4.4. Vorhersagebreite reduzieren
Mathematisch: Betrachte eine Folge von Punkten (Xn )n mit X, ——>a
Beobachtung mathematisch
f(x,)—f(a
()= F@ 0 g
X, —a

(Steigung von f im Punkt a)

2005-09-23
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4.5. Beispiel Exponentialfunktion

f(x)=x°
A— — p 32212
vyl f =1200%
3*12:3:?0% 3.2 ~320%
3*02=0% 1 N (grafisch)
I | \ , -
T T ,
3%(-3/2p= | T >

3%(9/4)=27/ i
=675% 1

Berechnung der Steigung im Punkt a
Betrachte dazu eine Folge (X, ). mit X, —>—>a
Zu berechnen ist der Grenzwert von

f(x,)-fa) _x° -2’

X, —a X, —a

setze X, —a=d, ——0

> X, =a+d,

d.h.

(a+d,)-a° (a3 +3a’d, +3ad +dn‘°’)—a3
d, - d,

= d”(3a2 +jad” +OI”2):3a2 +3ad, +d *=3a’

3a®> —>3a’
3ad, ——>3a-0=0
d?—"50

>|f'(a)=3a’
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4.6. Beispiel Konstante

f (x) = 3|ist differenzierbarin R = D mit| f'(@)=0]fir alle a e R
y

Berechnung der Steigung im Punkt n:

Betrachte dazu eine Folge (Xn )n mit X, ——a

Zu berechnen ist der Grenzwert von

f(x,)-f(a) _ 3-3 00
X, —a X, —a

4.7. Beispiel Gerade

f (X) = -2X+5 ist differenzierbarin R =D
/

Y

Berechnung der Steigung im Punkt a:
Betrachte dazu eine Folge (X, ), mit X, ——>a
Zu berechnen ist der Grenzwert von

f(x,)-f(a) -2x,+5-(-2a+5)
X —a X —a -
—2x,+2a_-20x-8)_ , .
X —a X, —a

Bemerkung:

Bei einer Geraden f(X)= mX +b wird die Ableitung gegeben durch die Steigung
der Geraden, d.h. f'(x)=m

2005-09-23

4.8. Beispiel |x|
f (X) = |X| differenzierbar in R\{0}

f(a)=-1

y="x

4

f(a)=1

y=X

NICHT differenzierbar in a=0!
Komplexes Beispiel

4.9. Zusammenfassung

f

f)

=

0

1

N

2X

X [ X | X
&

3x°

nxn-l

neN

neR
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4.10. Rechenregeln 4.11. Aufgabe
4.10.1. Summenregel Bestimme die Schnittwinkel der Funktion f(X)=x*-5x>+4 mit den
(f + g)': f'tg' (X2 + X5)= (X2)+(X5)= 2X+5x* Koordinatenachsen!
4.10.2. Produktregel 4.11.1. Grafik
(f-gy=fg+f-g (x2+x5):2x-x5+x2-5x4: A
2x° +5x° =7x° = (x7) g

4.10.3. Quotientenregel

(fj‘_f'-g—f.g' (X_Zj'_2X~X5—X2-5X4 \/ ] \/

. 2

g g X (x*f
2x°—5x°  -3x°* -3 4.11.2. Ableitung
N f'(x) = 4x> —10x

4.11.3. Nullstellen (Schnitt mit x-Achse)
X' —5x*+4=0
setze a = X*:
a’-5a+4=0
(a-D@-4)=0
a=4 oder a
X=12 oder Xx=%1

4.11.4. Schnitt mit y-Achse
y=f(0)=0-5-0+4=4

1
+
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4.11.5. Winkelberechnung

Ableitungen in den spezifischen Punkten berechnen:

f'(-2)=4-(-2)° -10-(-2)=-32+20=-12
f'(-1)=4-(-1)°*-10-(-1)=-4+10=6
f'(0)=4-0-10-0=0
f'(1)=4-1°-10-1=4-10=-6
f'(2)=4-2°-10.2=32-20=12

Winkel berechnen:

a, = arctan(f'(-2)) = —85.24

a, = arctan(f'(~1)) = 80.54

a, = arctan(f'(0))=0

a, = arctan(f' (1)) = -80.54

a, = arctan(f'(2)) = 85.24

2005-09-23
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4.12. Kettenregel

(f(g(x) = f'(g(x))-g'(x)

4.12.1. Beispiel 1
(6c+37)
f(x) = x> = f'(x) =5x*
g(x)=x+3=>g'(x+3)=1
>|((x+3F) =5(x+3)* -1=5(x + 3)"
4.12.2. Beispiel 2
e 5]

. o] 1
f(x)=vx => f (x):[x j o

g(x) = x*+5x=>0'(x) =2x+5

2>

>

2X+5

/(—)' 1
> ( x* +5X ) = 2X+5=—F—+—
242X +5 24/2X+5

2005-09-23



MT Formelsammlung Seite 15

4.13. Charakteristische Punkte

Ableitung ist ein Werkzeug zur Untersuchung von Funktionen auf charakteristische
Punkte.

4.13.1. Hoch- und Tiefpunkte

x> x*
f(x)=" - —2x° +2x* +8x +1
5 4
10 Y il ¥

Visuell auffallig: Lokale Extrema

HOCHPUNKT TIEFPUNKT

(Bergspitze) (Talboden)

Hochster Punkt in|Tiefster Punkt in

einer Umgebung einer Umgebung

4.13.1.1. Beobachtung

Lokale Extrema sind NICHT unbedingt auch das Maximum resp. Minimum der
Funktion!

4.13.1.2. Ziel

Genaue Lokalisierung der Extrema

Beobachte das Verhalten der Ableitung als Strategie:

- Bedingung fiir Extrema: f'(XE)z 0
beiuns: f'(x)=x*—x*—6x* +4x+8
nun folgende Gleichung lésen:

X' —x®-6x*+4x+8=0
Probieren:
X=-1=>f'(xX)=1+1-6-4+8=0

f'(x) :(x+0)(x3 —2x? —4x+8)

x4 —x* —6x" +4x+8:(x+1)=x*-2x* —4x +8
Probieren:

Xx=-2=>1'(-2)=0

[ F100 = (X+1)(x+2)(X? = 4x + 4) = (X+1)(X + 2) (X — 2)°

2>

2005-09-23
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Ergebnis (Nullstellen der Ableitung)
f'(x) =0 far:

Xx=-1

X=-2

X=2
Das heisst:
e 3 Kandidaten fur Extrema, aber nur 2 erwartet
e Bedingung f'(Xx) =0 alleine nicht ausreichend
Test fur die Kandidaten bendtigt!
4.13.1.3. Beobachtung
e Beim Extrema verandert sich das Vorzeichen der Ableitung!
e D.h. echte Schnittpunkte der Funktion f' mit der x-Achse

e Also (f)(-2) <0 bzw. (f')(-1) >0 und (f')(2)=0
o Durch (f')= f" kénnen die Kandidaten unterschieden werden!

4.13.1.4. Zusammenfassung
Extremwerte?

Kandidatenwahl f' bilden

A
f'(xe)=0 lésen

Testphase " bilden

T

f'(xe)<0  f'(xe)=0 f'(xe)>0
Hohepunkt kein Tiefpunkt
Extremwert

beiuns: f''(x)=4x>-3x* —12x+4
Test:
e "(-D)=-4-3+12+4=9>0
also x=-1 - Tiefpunkt
o f"(-2)=-32-12+24+4=-16<0
also x=-2 - Hohepunkt
e f'"(2)=32-12-24+4=0
also x=2 - kein Extrema
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Formelsammlung Seite 17

4.13.2. Wendepunkte

+ +

Wo geht die Linkskurve in eine Rechtskurve tber? = WENDEPUNKTE
= Extrempunkte von f'

Zusammenfassung
Wendepunkte?

Kandidatenwahl f* bilden

f'(x,)=0 loésen

Testphase " bilden

T

f'(x,)<0  f"(x,)=0  f"(x,)>0
Wechsel v. kein Wechsel v.
links -> rechts Wendepunkt rechts -> links

bei uns:

f''(x)=4x® -3x* —12x + 4

missen f''(x) =0 lésen; also

4x° -3x* -12x+4=0

probieren: X =2=> '"(2)=32-12-24+4=0
> () = (x-2)(4x* +5x-2)

X=2
> £ (x)=0 falls x:ﬁzosz
x=¢=—1.57

2005-09-23
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Test

f'''(x)=12x* —6x—12
f"'(2)=48-12-12=24>0
f"'(0.32)=...>0
f

"(-157)=..>0
d.h. 3 Wendepunkte!

2005-09-23
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5. Integrieren

5.1. Generell

Zu jeder Operation gibt es eine Umkehroperation:
+<=> -

- <=
a* <= ¥a

e<=>1In
5.2. Grundproblem:
Gesucht wird zu einer Funktion f eine Funktion mit F'=f
Beispiel
f=2x=>F =x"denn F'=2x=f
f=2x=>F=x"+5denn F'=2x=f
Beobachte

Die Stammfunktion F von f ist nicht eindeutig bestimmt; alle Stammfunktionen
unterscheiden sich in einer Konstanten ¢ € R

dh. F und F, Stammfunktonen von f also F'=f=F,, dann gilt
F-F,=ceR.

5.3. Definition unbestimmtes Integral

Das unbestimmte Integral von f f(x)dx ist die Menge aller Stammfunktionen von

f.

Beispiel

2005-09-23
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F (0) - F (a) = F,(b)-F,(a)
d.h. die Differenz fur alle Stammfunktionen gleich (intrinsische Eigenschaft).
5.4. Definition bestimmtes Integral

Das bestimmte Integral von f zwischen a und b wird gegeben durch die eindeutig

bestimmte Zahl fur eine Stammfunktion F .
b

[ f(x)dx => F(b) - F(a)

a

Beispiel

2

2
Ide =x2
1 1

=x*>+5

=2°+5-(1*+5)
=22-12=3
5.5. Rechenregeln
b b b
. j f (X) + g(x)dx =j f (x)dx+jg(x)dx
a a y

« [fax=0

a

f(x)dx = —ji f (x)dx

°
I e —

[f (x)dx+j' f (x)dx =T f (x)dx
aF(c) F(a)+F(b) F(c)—F(b) F(a)
jc f(x)dx=c- jf(x)dx

F'=f :>c-F':c-f
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5.6. Geometrische Interpretation

Sei f(x) >0 fiur x €[a,b] dann gilt:

Tf(x)dx:A

mit A der Flache unter der Kurve von f, d.h.

A
a b >
b
[ £ (0dx
Beispiel

Berechne den Flacheninhalt der rechts von der y-Achse liegt und an den Kurven
y= x> und y= x* begrenzt wird.

AN x2 :)(4
0=x*-x*
=x*(x* -1

x=00der x? =1
x=0oder x=+1

Y
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