Diskrete Mathematik / Analysis HTA Luzern - 28.10.2002

1 Aussagenlogik & mathematische Beweise

1.1 Aussagen

Def: Aussagen sind Sprachkonstrukte, die entweder wahr oder falsch sind.

Bsp: * Bernist die Hauptstadt der Schweiz v
e 1+1=2V
e x+1=2
e viel Uhe _

d.h. Viele umgangssprachliche Formulierungen sind keine Aussagen.

Bez: 1+1=2 =p
p ist der Name der Aussage 1 +1 =2

1.2 Operatoren

Bekannte Aussagen kdnnen zu komplexeren Aussagen verbunden werden.

Operator Symbol  Synonym

Negation - NOT

Konjunktion A AND

Disjunktion \Y OR

Exklusion ) EXOR

Implikation -

Aquivalenz >

Pla] PAQ pVvaq peq P—q p<q

T T T T F T T

T F F T T F F

FIT F T T T F

FIF F F F T T

Bsp: (p—~a)A (@—>p)=p:| p— ¢ q—=>p [P Qg=pP2| Pr<> P2

T T T T T
F F T F T
F T F F T
T T T T T
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1.3 Tautologien

Def:

Bsp:

Def:

Bez:

Bsp:

Ueb:

Eine zusammengesetzte Aussage, welche immer wahr (falsch) ist, unabh&ngig von
den Wahrheitswerten der Teilaussagen, heisst Tautologie (Widerspruch).

* p Vv —pist eine Tautologie
* p A —pist ein Widerspruch

p|l-p| pv-p | pA-p
T F T F

Zwei Aussagen p und g heissen logisch aquivalent, falls p <» g eine Tautologie ist.

Man schreibt p < g (Tautologie).

* (P> a)Ar@—pP)e(P—q)
*pvopeT

* ~(p)=p

“(pAQ)e-pV—q

plda] PAQ |(pAG) | P g | PV —q
TIT T F F F F
T|F F T F T T
FIT F T T F T
FIF F T T T T

1.4 Pradikate

Def:

Bsp:

Ein Pradikat ist ein Sprachkonstrukt, welches unspezifizierte Variablen enthélt und
durch Einsetzen von Werten zu einer Aussage wird.

X + 1 = 2 Keine Aussage
4 ersetzen von x durch 2
2+ 1 =2 Aussage

p(x) = x+1=2 einstelliges Pradikat
aqix,y,z) = x+y=z dreistelliges Pradikat
g(x,1,2) = x+1=2 = p(x) einstelliges Pradikat
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Ersetzen von Variablen auf zwei Arten:

e Ux:x+1=2 Jur alle x* universeller Quantor
e dx:x+1=2 ,es gibt ein x* existenzieller Quantor
Bsp: *« Vx:x+1=2 F Aussage

s UxVy3z:x+y=z T Aussage

e dx:x+1=2 T Aussage

Ueb: Wie sieht das Strassennetz aus, welches durch die folgende Aussage definiert
wird?

F(x,y) = ,es gibt eine Strasse von x nach y*
p=3axVyVz: (F(X,Y) AFX,Z) AX#YAX#ZAY#2)— —F(y,2)

Antwort:
Das Strassennetz ist sternformig aufgebaut!
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1.5 Repetition Lektion vom 28.10.2002
Aussagenlogik: =, A, Vv, @, —, <, VX, 3x

Def: Mathmatische Aussagen sind wahre Ausagen der Form p — q oder p < q.
d.h. e« peqgiistwahrfallsp=T=qoderp=F=q
* p—qgistwahrfallsp=T=qoderp=F

Bez: peqoderp=q¢

1.6 Beweisprinzipien

1.6.1 direkter Beweis
((P=>NAF—=q) 2P0 =T
swenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, dann ist sie gerade*

p = die Zahl ist durch 4 teilbar
g = die Zahl ist gerade

die Zahl n ist durch 4 teilbar

D Vx:n=4*x=(2%2)*x=2*(2*X)

D Jy:n=2*y d. h. nist durch 2 teilbar
d. h. nist gerade

1.6.2 Beweis durch Kontraposition
(p—0a) = (~q——p)

—q = die Zahl ist ungerade
—p = die Zahl ist nicht durch 4 teilbar

aq— VXx:n#2*x N#2*1,2*2,2*3,2*%4,2*5,2*6, ...
- Yy:n#£2*2*y)=4*y
d. h. nist nicht durch 4 teilbar = -p
1.6.3 Widerspruchsbeweis

P= a=((pA-g)— F)
die Zahl ist durch 4 teilbar und die Zahl ist ungerade
D Ix:n=4*x=2*(2*X)

d. h. nist gerade und ungerade — F
pApeF
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Bsp: Satz von Gauss:
*(n+1
VnelN*:p(n)=1+2+3+4+...+n= %
fur solche Typen von Problemen gibt es eine praktische Beweismethode:

vollsténdige Induktion
Yn:n=no— p(n) e pne) A(N:n no— (p(n) — p(n+1))

Mechanismusarafik

Bew: beiunsno=1

Induktionsanfang (Start):

4 L*(1+1)
) =1= ———

Induktionsschritt (Mechanismus):
wissen: p(n) wahr
zu zeigen: p(n+1) wahr

p(1)=1+2+3+4+. . +(n+1)= AFU*n*2)

1+2+3+4+...+(n+1)
=(1+2+3+4+..+n)+(n+1)

n*(n+1)
I
_ onF@+D)+2% @4+ 1) (n+2)*(n+l) |
B 2 2

B Ende vom Beweis
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Bsp: __n+l
P Seige R\{1},danngiltp(n)=ne N:g°+q'+..+q"= _(1(1 q ))
-q
Bew: no =0
Induktionsanfang:
p0)=q’°=1= (1=a")
(1—q)
Induktionsschritt:
n+l
bekannt: p(n) = q°+ ...+ q" = =g )
(1—q)

. o " (1_qn+2)

zu zeigen: p(n+l) =g’ +..+q" = | ——=
(I—q)
qO + ..+ qn+l
=q’+..+q"+q™
n+l

= (1 q ) +qn+l

(1—9)
_ (1_qn+l+qn+l *(1_q)) _ (1_qn+l+qn+l_qn+2) _ (1_qn+2) . L,

(1=q) (1—q) (1—q)

(c) by St. Krattiger & Ph. Hafelfinger Seite 6



Diskrete Mathematik / Analysis HTA Luzern - 28.10.2002

1.7 Aufgabenbesprechung Ubungsblatt 1
1)d) pode-g—-p
verwende:

b) -~pvgep-q
-OvO O-0

pPp—=>qepV(
p—-qge(mq)Vp
p—oge -qg-—o-p

3)a) VneN:n=>5-(2">n?

Induktionsanfang: no =5
p(5) =2°=32 > 25="5*

Induktionsschritt: p(n) v/
zu zeigen: p(n+1) = 2™ > (n+1)?

2M=2"*2>n*2=n+n°>n’+2n+1=(n+l)
ist ok, falls n?> > 2n + 1 richtig ist & dann fertig B
Beweis von n? > 2n + 1:

1
nN=5>3=2+1>2+ —
n

1
n>2+ — |*n
n

1
n>@2+ — )*n=2n+1
n
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3)b) M={1, ..., n}

1)(M) ist 2" Elemente
|

Menge aller Teilmengen von M
Bsp: M ={1, 2, 3}

> Povy={, {13, {2}, 31 {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} > 8= 2°

Yn € N : p(n) = (M n-elementig — 1)(M) 2"-elementig)

Induktionsanfang: no =0
> M =0 (leere Menge)

D> Pmy={0y>2°=1
Induktionsschritt: p(n) v/
M={1, ..., n+1l} n+l Elemente

zu zeigen: 1)(M) hat 2"! Elemente

sei N € M Teilmenge
D ntleN oder n+lgN

®-fallsn+1¢N
» Nc{l,..,n}

D> Ne Pq, ...y

d. h. N liegt in der Potenzmenge der n-elementigen Menge {1, ..., n}

@-fallsn+1eN
betrachte N =N\ {n * 1}

D Ne Pq, ...y

jetzt N e ‘Pqa, ..., n+1})

Nist Typ © Nist Typ @
2" Moglichkeiten + 2" Moglichkeiten = 2™ =
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1.8 Ersetzen von Operatoren

Ersetzen der Operatoren &, —, <> durch—-, A, V

- O
peqepo-geA=-B
q| pegq q p<q

F F

- =

mThH 4o
m 7

T T
T F
F T

- L d
pode(P-a)A Q- peA=B
(siehe Beispiel Tautologie)

- -
p-ge-pvgeAcB
(Ubungsblatt)

Problem: Aussagen sind préazise aber vollig unverstandlich!

I Veranschaulichung durch Mengen.

aussagenlogische Verknipfungen als Mengenoperationen!
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:’0
%
o

SRR

s

0%
<%

XXX

%

%
5
oo
%
ool

%
3
XK
3%

%

%
o5

5

2
o
0%
XX
o
o
098
XX e
RS
G
2
Satatototetes
KK
2
25
35
o
3
o900
0%
$EERs
25K
K RIIITZ LR
XX KRS
2SS >
pooteds
KX

X

SRR
&5
RRRRRS

%

o
09098
batede!
05
K
’0
25
R
o
25

2\

:0

0% %%
XX
oo

X %
26562 %% %
RS

583

35S

90058
KL
<
R

6%

oo
oot oreontes
TR atoratoretes
S IRIREPRIE,
O Aot %
Sato%es

0ot
Sate%t
K88
%
o
o%
%
%
o
%
RS
Dot
3%

oe%e%s
o

S

LK

%0%%
RS

R

&
%
%
XK
'l
S

0%
5

%
%
&
o8
X
NS

X
E33
58
%!
2R
Stoto%s
KX
55
Sos!
RS
" XX
K2
K
S
QXX
RIS
SRR
RS
902!
K
XRKXH
]
%9038
!
ool
S0t
555
R
900
Sa001e%s
303855
o2
KK,
0
290%?
s
55
55
oo
oo
&

AX
£
%
'.0‘ XX
2%
%
2%
R
%
<
%
s
Poteo0tes
1050505050
B
o5
L5
%5
oo
X5
09%
ook
oo%
o2
0%
%

25
%%
o
55
55
ogo%e
098
o093
55

LS
53
£5S
o
RS
3
298
239
9
S
o
<5

oS

R
KK

£

pe A A Komplement von A = Alle Elemente, die nicht zu A gehdren.

>
I

Menge der Elemente aus G, welche Aussage p efrllen.
{ neN/2">n> }={5,6,78,..}
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1.8.2 Vereinigung
pVgeAUB

gerade Zahl A={2,46,8,10,12,...}
durch 3 teilbar B ={3,6,9,12,...}
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damit lassen sich Rechenregeln leichter beweisen.

Statt logischen Verknlpfungen kann man Mengenoperationen verwenden.

Logik ersetzten durch Mengen

» die Grundlage der Mathematik sind Mengen!

Mathematik = Strukturierung von Mengen (Daten)
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2 Geordnete Mengen

Seien A,B zwei Mengen und f: A — B eine Funktion

A B
> f ordnet jedem Element in A ein Element in B zu.

y
B f baut eine Beziehung zwischen A und B auf, d.h. f setzt zwei Mengen in Verbindung.

2.1 Wichtige Arten von Beziehungen fiir Funktionenf: A - B
finjektive Y xI,x2€A:f(xl)=f(x2)—> xI=x2

@ @ .Jedem Schuler wird ein Stuhl in F302 zugeordnet*

Schiiler Stiihle
Hochstens ein Pfeil, A<B *

-fsurjektive Y yeBIxeA: f(x)=

@ o @ Ljeder Vorlesung wird ein Raum zugeordnet*

Vorlesungen Riume
Mindestens ein Pfeil, A=B *

2 R=B
Bsp. f:R->R,x—x
. L o _» nicht injektiv
Ist eine Parabel, aber weder surjektiv noch injektiv P -
-fi R>Rg.,,x—x’ surjektiv, aber nicht injektiv \T ReA
-f: Rg.o—Rg.e.x—>x° surjektivund injektiv = bijektiv X
{¢+--—----= nicht surjektiv

Beachte: Eine Funktion besteht aus Definitionsmenge A, Wertemenge B und
Funktionsvorschrift x — f(x)
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- f bijektiv < f injektiv und f surjektiv

Genau ein Pfeil, A~B “

Relationen verallgemeinern diese Situation!

2.2 Relationen

Def: Eine (zweistellige) Relation szischen zwei Mengen A und B ist nichts
anderes als eine Teilmenge R€E€A XB

Bem: falls A = B dann heisst eine Relation zwischen A und B kurz eine Relation auf A

Bsp: - R._SRXR
gegeben durch (x,y)ER_<=x=<y

R

'y

Ordnungsrelation auf IR

(c) by St. Krattiger & Ph. Hafelfinger Seite 13
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- R,SNXN
gegeben durch (m,n)ER < "mteiltn" dh. Fk=1l:n=mx*k

Teilrelation auf IN

g 01

- Sei L eine Menge und ?(L) die Potenzmenge von L dann wird durch
(M,N)EP(L)XP(LY®>MCSN

eine Relation auf ?(L) gegeben, der sog. Mengenverband auf L

N

—=5i

CICRCR

=

-M

Def: Sei R eine Relation auf A, dann heisst R:
- Reflexive WV xeA:(x,x)eR (die Diagonale gehort zur Relation)
- Transitve Vx,y,z€A:(x,y)ERA(y,z)ER—(x,z)ER
(2 teilt 6, 6 teilt 12, somit teilt 2 auch 12)

6 3 2
(x.y)ERS y=c, *x

2 2 6 2 3 2 3 2 2
(x,y)ER® z=c,*y=c,(c, *x)=(c, *c,)*x

- Symmetrische VYV x,y€A:(x,y)ER—(y,x)ER
- Antisymmetrisch< VYV x,y€A:(x,y)ERA(y,x)ER—>x=Yy
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Relation R auf A (d.h. RSAXA )
- @reflexivi Vx€A:(x,x)ER
Bsp.: PO @@® Ordnungsrelation R__ (auf R)
PO @@@ Teilerrelation R, (aufIN)
PO @@@® Mengenverband Ry (QUf P(L))

AQ A = Menge der Studenten der HTA
B = {A, Abb, B, E, HLK, M, I, Ibb}

R={(a,b)€A Xia Student in Abt. b}
R nicht reflexiv, da R keine Relation auf A

R={(a,a')Y€e AXA/IbEB:(a,b)ERAN(a’',b)ER]

B
R »=aund a' studieren in derselben Abteilung”
relativ, transitiv, symmetrisch,
Ibb - . |
R »Student
Student
R
»Student

- @transitiv: Vx,y,z€A:(x,y)ERA(y,z)ER—(x,z)ER

transitiv: (x,y)ERA(y,z)ER

d.h. x und y studieren in derselben Abteilung
A y und z studieren in derselben Abteilung
— x und z studieren in derselben Abteilung
d.h. (x,z)eR

- @symmetrisch: Vx,y€A:(x,y)ER—(y,x)ER

symmetrisch: (x,y)€R

d.h. x und y studieren in derselben Abteilung
— y und x studieren in derselben Abteilung
d.h. (y,x)ER
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Diskrete Mathematik / Analysis HTA Luzern - 28.10.2002

- @ antisymmetrisch: YV x,y€A:(x,y)ERA(y,x)ER—>x =y
antisymmetrisch: R._:xs=yAysx—ox=y
R, : x teilt y und y teilt x
dn dc:y=x*c

_ _ y:(y*E)*C=y*E*C=>E*C=1=>E=1=C
AC:y=x*¢

= X= y
Teilmenge xgy/\ygx_)xzy
R : ist nicht antisymmetrisch
(falls in jeder Abteilung mehr als ein Student studiert)

Def: Eine Relation R auf A heisst
- Aquivalenzrelation, falls sie refflexiv, transitiv und symmetrisch ist.
- Partielle Ordnung, falls sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

Eigenschaften
- Sei R eine Aquivalenzrelation auf A
sei x€A ,setzte [x]|:={y€A/(x,y)ER]}

beiuns: R:[a]={a'€Al(a,a')ER) = Alle Studenten, die in derselben Abt.
studieren, wie Student a
= Studenten der Abt. Ibb

diese Menge heisst Aquivalenzklasse (Teilmenge von A) von x

A
firye Agilt:[x]|=[y]oder[x |N[y]=0
. Die Menge A wird zerlegt (partitioniert)
In jedem Block sind gerade diejenigen Elemente,
welche in Relation stehen.

Beweis:

sei a€[x|N|y]

® d.h. (x.a)€ERA(y,a)ER
(x,a)€ERA(a,y)ER daR symmetrisch
(x,y)ER daR transitiv
yE[x]Ax€[y]
[yl(x]Alx]€]y]
[y1=[x] o

AVAAV VAV A4
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2.3 Aufgabenbesprechung Ubungsblatt 2

2.3.1 Aquivalenzrelation R auf A

- reflexiv
- transitiv
- symmetrisch

A = Menge der Geraden in der Ebene
R= {(g,.8,)EAXA/g, parallel zu g, |

- reflexiv.: Vx€A:(x,x)ER
d.h. Jede Gerade ist parallel zu sich selbst
— transitiv: Vx,y,z€A:(x,y)ERA(y,z)ER—(x,z)ER
d.h. g: parallel zu g und g. parallel zu gs

— g parallel zu gs

— symmetrisch: V x,y€A:(x,y)€ER—(y,x)ER & S

d.h. g: parallel zu g> — g. parallel zu g:

[x-Achse]

%
2 gl ) / =
-

2.3.2 Aquivalenzklassen

[0:] = Menge aller zu g; parallelen Geraden= (g€A/(g,.8)ER]

2.3.3 Partielle Ordnung

Def: Eine Relation auf A heisst partielle Ordnung, falls sie reflexiv, transitiv und

antisymmetrisch ist.

Bsp: - Ordnungsrelation R<-
- Teilerrelation R,
- Mengenverband Rc

B = Menge der Aquivalenzklassen = {[g,].[g,].[85]-]

¥ [9:] =30°
R ={([g].[h]) € BxB / < [9] < < [h]}
([9:][94) € R

(c) by St. Krattiger & Ph. Hafelfinger
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- reflexiv: < [g] < < [g]
— transitiv: < [01] < < [92] A < [02] < < [0s] = < [01] < < [9s]
- antisymmetrisch: x[g] < x[h] A < [h] < x[g] — [g] = [h]

® x[g] =< [h
<
Bem: Partielle Ordnung ,sortieren“ die Menge! B HHHHHH .
0-15-90-180
Mengenverband: M ={123|-P
auf der Potenzmenge Relation gegeben durch Teilmengen ,&*
P, ={4,{1},{2},{3],(1,2},{1,3],{2,3],{1,2,3]] N
he 4 442221
Ordnungsshema (Moglichkeit diese Elemente zu sortieren) fi}
{9} M
.,Hasse-Diagramm® e s
1 {1,2,3} A,,grdsste“
/’\
2 {12} {1,3} {2,3}
'>Q< LLeserichtung*
4 {1} {2} {3}
\I/
8 o JKleinste”
(A, <n), (B, <g) partielle Ordnungen
= (AXB, @)
kurz (a.p)@(c.d) Lexikon-Ordnung
fallsa<acundb <gd da>= cat= car= bar

D partielle Ordnung auf dem Produkt

(c) by St. Krattiger & Ph. Hafelfinger Seite 18
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Bsp. Multilevel Security Policy
({1, ..., n}, <) Sicherheitsstufen
(P, €) Datenmenge

M = {Entwicklung, Management, Buchhaltung} x {allgemein, geheim}

{E, M, B}

/‘\
{EM} {EB} {M,B}] grafik

{8 {M} {B} |
\I/

M={1, 2, 3}
R:={(1, 1), (1, 2), (2, 2)} partielle Ordnung?
reflexiv (3.3)2R))

R,= R,U[(3,3).(2,3)]
¢ transitiv. v x,y,zeM :(x,y)ERA(y,z)ER —(x,z)eR
1, 1) A(L2) - (12
1,2) A2 2) = (1,2
(1,2) A (2,3) = &3}
2,2) A (2,3) = (2, 3)

D antisymmetrisch: Vv x.,yeM :(x,y)eR A(y,x)ER > x=y

Rs= R,U((1,3)]

refflexiv, transitiv, antisymmetrisch © partielle Ordnung

N
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R*(x,y)~(u,v): e x*+y?=u’+v?

~ ist eine Relation auf R?

reflexiv: VaeM:(a,a)eR yzzﬂ“,

beiuns: (x,y)ER*:(x,y)~(X,Y)

v=0
transitiv:. VY a,b,ceM:(a,b)eRA(b,c)eR—(a,c)eR s N
beiuns: W (x,y),(u,v),(z,w)ER*:(x,y)~(u,v) =8 | B
AUV~ (2, W)= (X, y)~(Z, W)
d.h. X2 +yi=ul+viAulHvi=22+wio x P+ yi=z+w’
antisymmetrisch: VY a,beM:(a,b)eRA(b,a)eR—a=b
beiuns: x*+y’=u’+viAui+vi=x*+y?-(x,y)=(u,v)
d.h. X=UAY=V
symmetrisch: VY a,beM:(a,b)eR—(b,a)eR
beiuns: (X,y)~(u,v)—=(u,v)~(X,y)
X2 +y?=ul+viosul+vi=x2+y?
B ~ Aquivalenzrelation
Aquivalenzklassen ?
aeM:|a|={beM/(a,b)eR]}
bei uns: [(u,v)]={(x,y)ER*/x*+y?=u’+v?]
(uv) =(2,2)
[(22)]={(x,y)eR*/x*+y*=8] Kreis mit Radius yu?+v?
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2.3.4 Aufgabe 2
f:N—>Z z.z. Bijektion

—mfalsn=2m-1
mfalsn=2m

f(n)={

s s s a s w s s s N ={0236.}U{1357,..]}

%W/ fJ fll q
R 2 I 7 ={01,234,.} U{-1-2-3-4,.}

I'fist bijektiv, falls f, und f. bijektiv sind !

fi
f,:{0246,..]-[01234,..]
m
m—-—=n
2
injektiv: V x,yeA:f(x)=f(y)=»x=y
vn,fen DM h_q
92 2
surjektiv: VyeBaIxeA: f(x)=y
VneNHmeNg:g=n@m=2n
D bijektiv
f2
f,:1357.>-1,-2—-3—4,. n_>_”2+1
—n+1_ -fi+1
injektiv. ¥ n,NeIN,: n+-_ -n="n

2 2

—-m+1

surjektiv: VY neZ ImeN,:

B f ist bijektiv

=nem=-2n—-1=-—(2n+1)

Bem. IN und Z sind ,gleich gross*
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F ={f * R — R Funktionen!

A

O(g)=(feF/3c>0IneNV x=n:|f (x)|<cx|g(x)|
Funktionen f, die innerhalb der griinen Zonen liegen.
B fist ,hochstens so schnell* wie g.

Q(g)= [feF/3c>03IneNV x=n:|g(x)|<cx*|f(x)
Funktionen f die ausserhalb der griinen Zone liegen.
D fist ,mindestens so schnell* wie g

O(g) =0(g) N 2(g) = [feF/3c,,c,>0IneENV x=n:c,|g(x)|<|f (x)|<c,|g(x)|
B fist gleich schnell* wie g.

A
X4

X2

Xl
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Beh: f~g:efe 6()

reflexivi  V xe€A:(x,x)ER
dh. VfeF:f~f ,dh.feo(
wahleci:=c.=1,n=0

sza:l*‘f (x)‘s‘f (x)‘sl*|f (x)‘
also f € O(f)

transitiv: YV x,y,z€A:(x,y)eRA(y,z)eR—(x,z)eR
dh. Vf, ,f,.f,eF:f,e Of) Af,e Of) —-f,e Of)

*‘ ‘ f.€ Of)
*‘ ‘ f,e Of)

1
g o121
o] o= = e[, ]|
1
S AE[FE AN AN
2

_’Cl*q*‘f3‘s‘f1‘502*6§*‘f3‘ f,e O)

f

3

N
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